CAPITULO

I

VETORES

1.1 Reta Orientada — Eixo

Uma reta 1 é orientada quando se fixa nela um sentido de percurso, considerado positivo
e indicado por uma seta (Fig. 1.1).

/
Figura 1.1

O sentido oposto é negativo. Uma reta orientada é denominada eixo.

1.2 Segmento Orientado

Um segmento orientado é determinado por um par ordenado de pontos, o primeiro chamado
origem do segmento, o segundo chamado extremidade.

O segmento orientado de origem A e extremidade B serd representado por AB e, geome-
tricamente, indicado por uma seta que caracteriza visualmente o sentido do segmento (Fig. 1.2-a).

/

Figura 1.2-a
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1.2.1 Segmento Nulo

Um segmento nulo € aquele cuja extremidade coincide com a origem.

1.2.2 Segmentos Opostos

Se AB é um segmento orientado, o segmento orientado BA € oposto de AB.

1.2.3 Medida de um Segmento
Fixada uma unidade de comprimento, a cada segmento orientado pode-se associar um

namero real, ndo negativo, que € a medida do segmento em relagdo dquela unidade. A medida
do segmento orientado € o seu comprimento ou seu moddulo. O comprimento do segmento

AB ¢ indicado por AB.
Assim, o comprimento do segmento AB representado na Figura 1.2-b ¢ de 5 unidades

de comprimento:

AB=5u.c.

ik

Figura 1.2-b

Observacoes

a) Os segmentos nulos tém comprimento igual a zero.
b) AB=BA.
1.2.4 Diregdo e Sentido

Dois segmentos orientados ndo nulos AB ¢ CD tém a mesma dire¢do se as retas suportes
desses segmentos sdo paralelas (Figs. 1.2-ce 1.2-d):
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Figura 1.2¢ Figura 1.2-d

ou coincidentes (Figs. 1.2-¢ el.2-f);

I " [:I
g €
A
" Figara 1.2+ .
o :
B
A
Figura 1.2-f

Observacdes

@) 86 se pode comparar os sentidos de dois segmentos orientados se eles tém mesma diregio,
i h} Dois segmentos orientados opostos tém sentidos contrdrios,

1.3 Segmentos Equipolentes

Dois segmentos orientados AR e CD sio equipolentes quando tém a mesma diregio, o
mesmo sentido ¢ o mesmo comprimento (Figs. 1. 3-ae 1 3b).

Se os segmentos AB e CD ndo pertencem d mesma reta. Fig_ 1 3-b, para que AB seja
equipolente a CD é necessdrio que AB//CD ¢ AC/BD, isto é, ABCD deve ser um paralelogramo.

AP e a

Figura 1.3-a Figura 1.3-b

[




4 Geometria analitica

Observagdes

a) Dois segmentos nulos sdo sempre equipolentes.
b) A equipoléncia dos segmentos AB e CD ¢ representada por

AB~ CD
1.3.1 Propriedades da Equipoléncia
I) AB ~AB (reflexiva).

II) Se AB~CD, CD ~AB (simétrica).
III) Se AB~CD e CD ~EF, AB ~EF (transitiva).

IV) Dado um segmento orientado AB e um ponto C, existe um dnico ponto D tal que

AB ~CD.

1.4 Vetor

Vetor determinado por um segmento orientado AB ¢ o conjunto de todos os segmentos

orientados equipolentes a AB (Fig. 1.4-a).

o
//

* /

Figura 1.4-a

e > : y ;
Se indicarmos com v este conjunto, simbolicamente poderemos escrever:

v = { XY/XY ~AB}

onde XY éum segmento qualquer do conjunto.

e : —
O vetor determinado por AB ¢ indicado por AB ou B- A ou v.

sl Aok

c el
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Um mesmo vetor ﬁ é determinado por uma infinidade de segmentos orientados,
chamados representantes desse vetor, € todos equipolentes entre si. Assim, um segmento
determina um conjunto que € o vetor, € qualquer um destes representantes determina 0 mesmo
vetor. Portanto, com origem em cada ponto do espago, podemos visualizar um representante
de um vetor. Usando um pouco mais nossa capacidade de abstragdo, se considerarmos todos 08
infinitos segmentos orientados de origem comum, estaremos caracterizando, através de represen-
tantes, a totalidade dos vetores do espago. Ora, cada um destes segmentos € um representante
de um s6 vetor. Conseqﬁentemente; todos os vetores se acham representados naquele conjunto
que imaginamos.

5

As caracteristicas de um vetor v sio as mesmas de qualquer um de seus representantes,
isto é: o modulo, a diregao e o sentido do vetor sio o mo6dulo, a diregdo e o sentido de qualquer
um de seus representantes.

= ds >
0O médulo de v se indica por [v].

1.4.1 Vetores lguais

- —__) —_> -~ - .
Dois vetores AB e CD sdo iguais se, € somente se, AB~CD.

1.4.2 Vetor Nulo

Os segmentos nulos, por serem equipolentes entre si, determinam um unico vetor, chamado
-
vetor nulo ou vetor zero, e que é indicado por 0.

1.4.3 Vetores Opostos

— —_— iy — —
Dado um vetorv = AB, ovetor BA éoopostode AB ese indica por -AB ou por -v.

1.4.4 Vetor Unitario !

—> . —
Um vetor v & unitdrio se |v| = 1.

1.4.5 Versor

>

Versor de um vetor ndo nulo v € o vetor unitdrio de mesma dire¢do e mesmo sentido
-
v

de
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Por exemplo, tomemos um vetor v de moédulo 3 (Fig. 1.4-b).

—r
v

Figura 1.4-b

Os vetores u, e u2 da figura sdo vetores unitdrios, pms ambos tém médulo 1. No entanto,
apenas u1 tem a mesma dire¢do ¢ o mesmo sentido de v. Portanto, este é o versor de v.

1.4.6 Vetores Colineares

DG[S vetores u e v sd0 colineares se tiverem a mesma diregio. Em outras palavras:
—
U eV sio colineares se tiverem representantes AB e CD pertencentes a uma mesma reta ou

a retas paralelas (Fig. 1.4-c).

PR
v

Figura 1.4-c
1.4.7 Vetores Coplanares
= > - i d . .
Se os vetores ndo nulos u,v e w (o nimero de vetores ndo importa) possuem represen-

tantes AB, CD e EF pertencentes a um mesmo plano n (Fig. 1.4-d), diz-se que eles sdo
coplanares.
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" ’

Figura 1.4-d

. - - - . -~ -
Guardemos bem o seguinte: dois vetores u e v quaisquer sdo sempre coplanares, pois
podemos sempre tomar um ponto no espago e, com origem nele, imaginar os dois representantes
- =
de u e v pertencendo a um plano m que passa por este ponto.

Trés vetores poderdo ou ndo ser coplanares (Figs. 1.4 e 1.4).

=
- - T u n
u v N
v
-
w
- = - o e -
u,v e w sio coplanares u,v e w nio sio coplanares

Figura 1.4-e Figura 1.4-f

1.5 Operagdes com Vetores

1.5.1 Adigdo de Vetores

—
Sejam os vetores uev representados pelos segmentos orientados AB e BC (Fig. 1.5-a).
B

=y
<4

A s
Figura 1.5-a

: = i, 2 >
Os pontos A e C determinam um vetor s que é, por defini¢do, a soma dos vetores u e
> - = = ) i
v, istoé, s=u +v,
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1.5.1.1 Propriedades da adi¢do

" > = 2> =
I) Comutativa: u +v =v +u
L -> = - =
1) Associativa: (u + v)tw=u +(v+w)
- e
IIT) Existe um sovetor nulo O tal que para todo o vetor v se tem:
5> > > = =
v+0=0+v=y

- Y -
IV) Qualquer que seja o vetor v, existe um s6 vetor -v (vetor oposto de v) tal que

V() =-

1.5.2 Diferenga de Vetores

3 . - - - > -
Chama-se diferenca de dois vetores u e v, e se representa por d =u -v, ao vetor

B+ (V).

Dados dois vetores ue 7, representados pelos segmentos orientados AB e AC, respec-
tivamente, e construido o paralelogramo ABDC (Fig. 1.5-b e Fig. 1.5-¢), verifica-se que a soma
S=uHY é representada pelo segmento orientado AD (uma das diagonais) e que a diferenga
d= u- v é representada pelo segmento orientado CB (a outra diagonal).

-

B v D B -y D
- - - -
u ] /, u d £
u u
A - -
v c - v c
Figura 1.5-b Figura 1.5-c

1.5.3 Multiplicagdo por um Niimero Real

Dado um vetor v+ 0 e um namero real k # 0, chama-se produto do numero real k pelo

s — >
vetor v ovetor p = kv, tal que:

> - -
a) moédulo: |p| = |kv| =_|)_k| [vl;
b) diregdo: amesmade V;
- —
c) sentido: o mesmode v se k>0, e contrdrio ao de v se k<0 (Fig. 1.5-d).
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~

P \
P h
I v

~3

Figura 1.5-d
Observacdes

o -> -
a) Se k=0 ou v =0, o produto é o vetor 0.

- - =
b) Seja um vetor kv, com v#0. Se fizermos com que o niimero real k percorra o conjunto R
- - - =t
dos reais, obteremos todos os infinitos vetores colineares a v, e, portanto, colineares entre

si, isto €, qualquer um deles € sempre muiltiplo escalar (real) do outro. Reciprocamente, dados
- - - o
dois vetores u e v, colineares, sempre existe k €IR tal que u =kv. A Figural.5- mostra

um exemplo desta iiltima afirmacio (K = —-E— v ou V= —% 3).

o/

Figura 1.5-¢

- s > 1 -» s ? .
¢) O versor de um vetor v # 0 é ovetor unitirio o = I—_>I vV ou u =|—_*;] (Fig. 1.5-f). De
v \4
fato ele é unitdrio, pois:
. =
- v Iv|]
ul = [=]|== =1
Il Iy
s
/"V

-
5.

_)._
Y7 |¥| Figualsf

—_ o e : i - I > .
Daf, concluise que v = [v |u, isto €, 0 vetor v € o produto de seu médulo pelo vetor unitdrio

. b
de mesma dire¢do e mesmo sentido de v.
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15.3.1 Propriedades da multiplicagdo por um namero real

o e i F 5
Se u e v sdo vetores quaisquer e a € b nuUMEros reais, temos:

D a(b?) - (ab)“: (associativa)

Im (a+ ‘t))_‘.'r> =av +bv (distributiva em relagdo 4 adigao de escalares)
1) a( v +?) = au +av (distributiva em relagdo 4 adi¢do de vetores)
V) Iv=vy (identidade)

1.6 Problemas Resolvidos :

s

- = - . - - 1 - = E
1) Dados os vetores u, v € W, de acordo com a figura, construir o vetor 2u - 3v +-5w =53,

=y

Solugdo:

<}

£}

2) O paralelogramo ABCD ¢ determinado pelos vetores AB e AD, sendo M e N pontos
médios dos lados DC e AB, respectivamente. Completar convenientemente:

—_— —
a) AD +AB =
—_— —
b) BA +DA =

Ml»—-
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Solugao
—
a) AC
— _— — — —F
b)BA+DA=CD+DA=CA
—_— — — = —
c)AC-BC=AC+CB=AB
—_— —_— —_— —_— —_—
d)AN+BC=AN +NM = AM
—_— — — >
e)MD+MB=MD+DN=MN

Observacao

vetor representado no mesmo plano de

Reciprbcamente qualquer vetor
a,vl +32V1, para a, e a, reais.

das situag@es:

-
Neste caso, como o vetor a,vl *

&
b) o vetor v3 ndo estd representado no

—_— | = == = =
f) BM - 5-DC = BM +MD = BD

-

Sabe-se que dois vetores qualsquer v, e vz, ndo colineares, sao sempre coplanares. Como
— -
a,v, tem a dire¢do de vl e agvz a dlregao de v,, o vetor a, v1 +azv2 serd sempre um
—

v, € v,, sejam quais forem os reais a; € a; (Fig. 1.6-a)

- ,/
ava -
o - —
,’ S a1v) tazvsa

Figura 1.6-a

- —
representado no plano de v, € Vv, serda do tipo

Vamos acrescentar a estes dois vetores um terceiro vetor v-_.,. Entdo, pode ocorrer uma

- ; — -
a) ovetor vi estd representado no mesmo plano de v, € v,

32V2 estd no plano de vl e v, e sendo a3v3 tambem

deste plano, o vetor a, vl +a,v2 +a3v3 estard representado no mesmo plano de v1 e vz,

— >
mesmo plano de vy e V.
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-
Neste caso, a soma- do vetor a; v1 +azv, (que esta no plano de v1 e v,) com O vetor

> -
a3vy, isto €, a,vl +a,V, +aav3, serd um vetor do espago, conforme mostra aFigura 1.6-b.

— - -~
ayvy +az¥vp t33V3

- 3
Z avytava

1V

Figura 1.6-b

1.7 Angulo de Dois Vetores

0 dngulo de dois velores U e v ndo nulos (Fig. 1.7-a) € 0 angulo @ formado pelas semi-

retas OA e OB (Fig. 1.7b)etalque 0O <.

A
-
u —>
u
B
v 6 5
v
0
7 Figura 1.7-a Figura 1.7-b

f

Observagoes

— - .
a) Se 6=m u eV tém a mesma direcdo e sentidos contrdrios.

f=m

-
v
P —

-
u
Pra—

o m———

e ——
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- = .
b) Se =0, u e v tém mesma diregdo e mesmo sentido.
—

>
y v
L o —- o
8=0
L - o e,
c) Se @ =5.uev sdo ortogonais (Fig. 1.7-c) e indica-se: u Lave,
A Cc
)
;r
- FED
u
0 > ”,
X B
Figura 1.7-c

Neste caso, o AOBC permite escrever:
- - - -
lu+v[2=lul?+v]?

d) O vetor nulo € considerado ortogonal a qualquer vetor.

- - - -
¢) Se u éortogonal a v e m € um numero real qualquer, u é ortogonala mv.

- — - -
f) O ingulo formado pelos vetores u e -v é o suplemento do angulode u e v.

e
u

<4

1.8 Problemas Propostos

- =
1) Dados os vetores u e v da figura, mostrar, num grifico, um representante do vetor:

- - -

a)u'v - A
P 5

b)v-u " ¥
=

c) v-2u

)2 -3 - =
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2)

3)

-

- =
Dados os vetores a, b e ¢, como na figura, apresentar um representante de cada um dos

vetores:

—> b
a)d4a-2b-c
-> > =
bya+b +c

4

oy

©

)26 - (@ +9) i

- -

Sabendo que o angulo entre os vetores u € V é de 60°
vetores:

- —
g)u e -v

- =
b)-uev

- -
c)-u e -v

- —>
d)2u e 3v

1.8.1 Resposta dos Problemas Propostos

3)

a) 120°
b) 120°
c) 60°
d) 60°

, determinar o dngulo formado pelos
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